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Расчёт неустановившихся колебаний ТС с демпферами (модули АСТРА-

СЕЙСМ, АСТРА-ДИН) 

 

Общее уравнение движения в матричной форме относительно динамических 

степеней свободы 

 
[𝑀]{�̈�} + [𝐶]{�̇�} + [𝐾]{𝑢} = {𝐹(𝑡)}     (1) 

 

где: 

[M] – матрица масс (инерции) системы, диагональная; 

[C] – матрица демпфирования системы; 

[K] – матрица жёсткости системы; 

{F(t)} – вектор динамических нагрузок; 

{�̈�} = {𝑢(𝑡)̈ } – искомый вектор ускорений; 

{�̇�} = {�̇�(𝑡)} – искомый вектор скоростей; 
{𝑢} = {𝑢(𝑡)} – искомый вектор перемещений. 

 

В случае учета акселерограммы землетрясения a(t) для платформенной схемы 

возбуждения вектор {F(t)} содержит эффективную инерционную сейсмическую нагрузку 

-[M] {𝑎(𝑡)}. 

 

Матрица демпфирования системы пропорциональна массе и жёсткости системы 

(модель Релея) и выражается через соответствующие матрицы 

 

[𝐶] = 𝛼[𝑀] + 𝛽[𝐾] 
 

где: 

α – коэффициент пропорциональности массы, с-1; 

β – коэффициент пропорциональности жёсткости с. 

 

В случае наличия сосредоточенных демпферов в системе, матрица демпфирования 

дополняется матрицей сосредоточенных демпферов 

 

[𝐶] = [𝐶] + [𝐶оп] 
 

[Cоп] – диагональная матрица демпфирования, соответствующая сосредоточенным 

демпферам по динамическим степеням свободы 

 

Уравнение (1) и матрица демпфирования домножаются на матрицу податливости 

[D], обратную матрице жёсткости [K] (формируется в динамических модулях АСТРА-

НОВА относительно динамических степеней свободы системы) 

 

[𝐷][𝑀]{�̈�} + [𝐷][𝐶]{�̇�} + [𝐷][𝐾]{𝑢} = [𝐷]{𝐹(𝑡)} 
[𝐷][𝐶] = 𝛼[𝐷][𝑀] + 𝛽[𝐷][𝐾] + [𝐷][𝐶оп] 

 

Обозначим 

[�̃�] = [𝐷][𝑀]; [�̃�] = [𝐷][𝐶]; [�̃�] = [𝐷][𝐾] = [𝐸]; [�̃�оп] = [𝐷][𝐶оп]; {�̃�(𝑡)} = [𝐷]{𝐹(𝑡)} 

 

где 
[𝐸] – единичная матрица. 

 



Тогда 

 

[�̃�]{�̈�} + [�̃�]{�̇�} + [�̃�]{𝑢} = {�̃�(𝑡)} 

 

[С̃] = 𝛼[�̃�] + 𝛽[�̃�] + [�̃�оп], 
 

а «эффективная» матрица жёсткости 

 

[�̂�] = [�̃�] + 𝑎0[�̃�] + 𝑎1[�̃�] 
 

Ниже изложен реализованный вариант неявной разностной схемы Ньюмарка 

 

Начальные условия в момент времени 𝑡0 

 

{ 𝑢𝑡0 };  { �̇�𝑡0 };  { �̈�𝑡0 } 

 

На каждом шаге 𝑡 + Δ𝑡 по времени вычисляется эффективная нагрузка 

 

[ �̂�𝑡+Δ𝑡 ] = [  �̃�𝑡+Δ𝑡 ] + [�̃�](𝑎0{ 𝑢𝑡 } + 𝑎2{ �̇�𝑡 } + 𝑎3{ �̈�𝑡 }) + [�̃�](𝑎1{ 𝑢𝑡 } + 𝑎4{ �̇�𝑡 } + 𝑎5{ �̈�𝑡 }) 

 

Перемещения на шаге 𝑡 + Δ𝑡 получаются из решения системы уравнений 

 

[�̂�]{ 𝑢𝑡+Δ𝑡 } = [ �̂�𝑡+Δ𝑡 ] 
 

Ускорение и скорость на шаге 𝑡 + Δ𝑡 вычисляются как 

 

{ �̈�𝑡+Δ𝑡 } = 𝑎0({ 𝑢𝑡+Δ𝑡 } − { 𝑢𝑡 }) − 𝑎2{ �̇�𝑡 } − 𝑎3{ �̈�𝑡 } 

{ �̇�𝑡+Δ𝑡 } = { �̇�𝑡 } + 𝑎6{ �̈�𝑡 } + 𝑎7{ �̈�𝑡+Δ𝑡 } 

 

Коэффициенты a0 – a7 вычисляются по формулам: 

 

𝑎0 =
1

𝛼∆𝑡2; 𝑎1 =
𝛿

𝛼∆𝑡
; 𝑎2 =

1

𝛼∆𝑡
; 𝑎3 =

1

2𝛼
− 1; 𝑎4 =

𝛿

𝛼
− 1; 𝑎5 =

∆𝑡

2
(

𝛿

𝛼
− 2); 

𝑎6 = ∆𝑡(1 − 𝛿); 𝑎7 = 𝛿∆𝑡 

 

Параметры α и δ принимаются δ ≥ 0,5, α ≥ 0,25(0,5 + δ)2. Значения параметров α и δ 

по умолчанию δ = 0,5, α = 0,25. Δt – шаг интегрирования по времени. 

Скорости { �̇�𝑡+Δ𝑡 } и ускорения { �̈�𝑡+Δ𝑡 } в сечениях, соответствующих динамическим 

степеням свободы системы и вычисленные на каждом шаге по времени, используются для 

получения квазистатических сосредоточенных нагрузок, равных {𝐹(𝑡)} − ([𝑀]{ �̈�𝑡+Δ𝑡 } +

[𝐶]{ �̇�𝑡+Δ𝑡 }). 

Искомые перемещения, усилия, напряжения во всех сечениях суперэлементной 

модели от действия полученных квазистатических нагрузок определяются по 

суперэлементному алгоритму, реализованному в АСТРА-НОВА [4]. 

  



 

Расчёт установившихся колебаний ТС с демпферами (модуль АСТРА-ВИБР) 

 

Уравнение установившихся колебаний в матричной форме относительно 

динамических степеней свободы 

 

[𝑀]{�̈�} + [𝐶]{�̇�} + [𝐾]{𝑢} = {𝐹(𝑡)} 

 

где: 

[M] – матрица масс (инерции) системы, диагональная; 

[C] = 𝛼[𝑀] + 𝛽[𝐾] +[𝐶оп] – матрица демпфирования системы; 

[K] – матрица жёсткости системы; 

{F(t)} – вектор гармонических воздействий; 
{�̈�} – искомый вектор ускорений; 
{�̇�} – искомый вектор скоростей; 
{𝑢} – искомый вектор перемещений; 

 

Все точки механической системы имеют одинаковую частоту колебаний, однако, 

колеблются не обязательно синфазно. Демпфирование вызывает фазовые сдвиги.  

 

Вектор нагрузок определяется в комплексной форме как: 

 

{𝐹(𝑡)} = {𝐹𝑚𝑎𝑥𝑒𝑖𝜙}𝑒𝑖Θ𝑡 

 

{𝐹} = {𝐹𝑚𝑎𝑥(cos 𝜙 + 𝑖 sin 𝜙)}𝑒𝑖Θ𝑡 

 

{𝐹} = ({𝐹1} + 𝑖{𝐹2})𝑒𝑖Θ𝑡 

 

где: 

Fmax – максимальная амплитуда нагрузки; 

𝜙 – сдвиг фаз (рад); 

Θ – возбуждающая круговая частота (рад/с); 

t – время воздействия, с; 

i – мнимая единица; 
{𝐹1} = {𝐹𝑚𝑎𝑥 cos 𝜙} – действительная часть вектора нагрузок; 
{𝐹2} = {𝐹𝑚𝑎𝑥 sin 𝜙} – мнимая часть вектора нагрузок. 

 

Вектор перемещений {𝑢} выражается аналогично вектору нагрузок {𝐹} следующим 

образом: 

 

{𝑢} = {𝑢𝑚𝑎𝑥𝑒𝑖𝜙}𝑒𝑖Θ𝑡 

 

где: 

umax – максимальная амплитуда перемещений, м; 

 

Заметим, что umax и 𝜙 могут быть различны для каждой степени свободы. Используя 

обозначения в комплексных числах, решение описывается в виде 

 

{𝑢} = {𝑢𝑚𝑎𝑥(cos 𝜙 + 𝑖 sin 𝜙)}𝑒𝑖𝛩𝑡 

или 

{𝑢} = ({𝑢1} + 𝑖{𝑢2})𝑒𝑖𝛩𝑡 



 

где 
{𝑢1} = {𝑢𝑚𝑎𝑥 cos 𝜙} – действительная часть вектора перемещений  
{𝑢2} = {𝑢𝑚𝑎𝑥 sin 𝜙} – мнимая часть вектора перемещений 

 

Итоговое матричное уравнение может быть представлено в форме 

 

[�̃�]{𝑢} = {�̃�} 

где 

[�̃�] = −Θ2[�̃�] + 𝑖Θ[�̃�] + [𝐸] 
 
[𝐸] – единичная матрица; 

 

{�̃�} = {𝑢1} + 𝑖{𝑢2} 

{�̃�} = {�̃�1} + 𝑖{�̃�2} 

 

Полученное итоговое матричное уравнение решается относительно {�̃�} известными 

методами линейной алгебры либо «в лоб», либо для расширенной действительной 

матрицы. 

Амплитуды виброскоростей {�̇�} и виброускорений {�̈�} в сечениях, соответствующих 

динамическим степеням свободы системы и вычисленные для каждой возбуждающей 

частоты, используются для получения амплитуд квазистатических сосредоточенных 

нагрузок, равных {𝐹(𝑡)} − ([𝑀]{�̈�} + [𝐶]{�̇�}). 

Искомые амплитуды перемещений, усилий, напряжений во всех сечениях 

суперэлементной модели от действия полученных амплитуд квазистатических нагрузок 

определяются по суперэлементному алгоритму, реализованному в АСТРА-НОВА [4]. 

  



Пример 1. Пружинно-демпферная опора с сосредоточенной массой, 

нагруженная сосредоточенной периодической нагрузкой 

 

Тип задачи Динамический расчёт (неустановившиеся воздействия) 

Тип(ы) 

верифицируемых 

элементов 

Пружинно-демпферная опора, сосредоточенная масса 

Входной файл 
Модель C:\Users\STD\Desktop\Dyn\primer1.anp 

D:\awork\macro\ primer1.mac 
 

1.1. Постановка задачи 

Рассматривается пружинно-демпферная опора с сосредоточенной массой. 

Требуется провести сопоставление неустановившихся колебаний массы, 

закреплённой с помощью пружинно-демпферной опоры под действием периодической по 

времени силы, переменной частоты, рассчитанных по комплексам программ АСТРА-

НОВА 202005 (программа АСТРА-ДИН) и ANSYS [3]. 

 

 
 

Рис. 1.1. Расчетная схема задачи: пружинно-демпферная опора с сосредоточенной массой 

 

1.2. Исходные данные 
 

Характеристики пружинно-демпферной опоры: 

 жёсткость k = 100 кН/м 

 демпфирование c= 1 кН*с/м 

 масса m = 0,1 т 

Параметры нагрузки 

 амплитуда возмущающей силы Fx = 100 кН; 

 возмущающая частота – переменная, прямо пропорционально зависит от 

времени; 

 закон изменения приложенной нагрузки F(t) = 100·sin(10·t·|t|) 

 

Параметры расчёта 

 t = 0.001с - шаг интегрирования по времени 

 Время счёта t = 7 c 

 

1.3. Расчетная модель 



 

Рис. 2.2. Расчетная АСТРА-модель пружинно-демпферной опоры с сосредоточенной 

массой и сосредоточенной динамической нагрузкой. 

Пружинно-демпферная опора с сосредоточенной массой имеет единственную 

степень свободы. 

 

 
Рис. 1.1. Динамическая нагрузка на пружинно-демпферную опору во времени 0-7 с 

 



1.4. Методика расчета 

Для каждого шага по времени были определены перемещения сосредоточенной 

массы, закреплённой пружинно-демпферной опорой. Расчёт проведён по АСТРА-НОВА 

202005 и по ANSYS методом прямого интегрирования уравнений движения. 

Интегрирование уравнений движения  выполнялось методом Ньюмарка с параметрами 

устойчивости α = 0,25, δ = 0,5. 

 

1.5. Результаты 

На рис. 1.2 представлен график зависимости перемещения от времени, полученные в 

программных комплексах АСТРА-НОВА 202005 и ANSYS. Отметим идентичность 

полученных результатов, что позволяет судить об адекватности и достаточной 

разрешающей способности алгоритма расчета методом прямого интегрирования 

неустановившихся динамических процессов, заложенного в ПК АСТРА-НОВА 202005. 

 
Рис. 1.2. Перемещения сосредоточенной массы на пружинно-демпферной опоре во 

времени 0-7 с, м 

 

Таблица 1.1 

Результаты расчёта 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 2020052 -2.857539 2.804783 

ANSYS* -2,857539 2,804783 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0 0 

 

  



Пример 2. Стержень под действием внезапно снимаемой сосредоточенной силы 

 

Тип задачи Динамический расчёт (неустановившиеся воздействия) 

Тип(ы) 

верифицируемых 

элементов 

Прямая труба, мертвая опора (заделка), пружинно-

демпферная опора, сосредоточенная масса 

Входной файл 
C:\Users\STD\Desktop\Dyn\primer2.anp 

D:\awork\macro/primer2.mac 
 

2.1. Постановка задачи 

Рассматривается прямолинейный стержень, представленный на рис. 2.1. 

Требуется провести сопоставление неустановившихся осевых колебаний 

консольного конца под действием внезапно снятой с него предварительно приложенной 

сосредоточенной растягивающей силы, рассчитанных по комплексам программ АСТРА-

НОВА 2020 (программа АСТРА-ДИН) и ANSYS [3]. 

 

 
Рис. 2.1. Расчетная схема задачи: консольный стержень 

 

2.2. Исходные данные 

Геометрические характеристики  

 длина стержня l = 10 м; 

 поперечное сечение - кольцо с наружным диаметром 325 мм и толщиной 

стенки 16 мм. 
 

Физико-механические характеристики 

 модуль упругости Е = 200000 МПа; 

 коэффициент Пуассона  = 0.3; 
 

Граничные условия (опоры) 

 защемление (заделка) одного из концов. 

 вязкоупругий демпфер на консольном конце: 

сx = 100 Н*с/м – демпфирование 
 

Параметры нагрузки 

 направление – вдоль оси стержня 

 Px = 1000 кН – предварительно приложенная и внезапно снимаемая осевая 

статическая нагрузка на консольный конец стержня 

 m = 1529.05 кг/м – погонная масса стержня; 

 

Параметры распределённого демпфирования 

 распределённое демпфирование отсутствует 

 

Параметры расчёта 

 t = 0.001с - шаг интегрирования по времени 

 Время счёта t = 1,5 c (после снятия нагрузки) 

 



Рассмотрены два варианта расчёта: с демпфером на свободном конце и без 

такового. 

 

Результаты, полученные по ANSYS и АСТРА-НОВА методом прямого 

интегрирования близки, методом разложения по собственным формам – имеются 

незначительные отличия. 

 

2.3. Расчетная модель 

Консольная балка аппроксимируется одним участком с десятью прямолинейными 

отрезками, (рис. 2.2, 2.3). Динамическая модель включает 33 динамические степени 

свободы и представлена на рис. 2.4. 

 

 
Рис. 2.2. Расчетная АСТРА-модель. Вариант без демпфера 

 



 
Рис. 2.3. Расчетная АСТРА-модель. Вариант с сосредоточенным демпфером на консоли 

 

 

 
Рис. 2.4. Динамическая модель 

 



 
Рис. 2.5. Статическая нагрузка, кН. В диапазоне 0-1 с приложение нагрузки, в момент 1 с 

внезапное снятие 

 

2.4. Методика расчета 

Для каждого шага по времени были определены перемещения консольного конца 

стержня. Расчёт проведён по АСТРА-НОВА 202005 и по ANSYS двумя методами расчёта: 

прямое интегрирование уравнений движения и разложение по собственным формам 

колебаний. Интегрирование уравнений движения  выполнялось методом Ньюмарка с 

параметрами устойчивости α = 0,25, δ = 0,5. При расчёте с помощью разложения по 

формам учитывалось 13 собственных форм в диапазоне 0,87 Гц – 62,61 Гц, из которых 

продольным колебаниям соответствуют формы № 9 - 35,6 Гц и № 16 – 106,5 Гц. 

Расчёт проводился в двух вариантах: без сосредоточенного демпфера и с 

сосредоточенным демпфером. 

 

2.5. Результаты 

На рис. 2.6 – 2.8 представлены графики зависимостей перемещения консольного 

конца стержня от времени, полученные в программных комплексах АСТРА-НОВА 202005 

и ANSYS. Отметим достаточную близость полученных результатов (результаты во всём 

диапазоне практически идентичны), что позволяет судить об адекватности и достаточной 

разрешающей способности алгоритма расчета методом прямого интегрирования 

неустановившихся динамических процессов, заложенного в ПК АСТРА-НОВА 202005. 

  

Fx, кНgfedcb
Fy, кНgfedc
Fz, кНgfedc

Зависимость сосредоточенной силы от времени

Время, сек

10

1 200

1 100

1 000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

0

-100

-200



 
 

Рис. 2.7. Перемещения консольного конца (от момента снятия статической нагрузки 1,5 с), 

м. Расчёт без демпфера. 

 

 
Рис. 2.7. Перемещения консольного конца (от момента снятия статической нагрузки 1,5 с), 

м. Расчёт без демпфера. Отмечается отличие результатов, полученных по АСТРА-НОВА 

разложением по формам, от результатов, полученных методом прямого интегрирования  



 

 
Рис. 2.8. Перемещения консольного конца (от момента снятия статической нагрузки 

нагрузки 1,5 с), м. Расчёт с демпфером. 

 

Таблица 2.1 

Результаты расчёта методом прямого интегрирования без демпфера 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 2020052 -3,04799E-03 2.947562E-03 

ANSYS* -3.05159E-03 2.95007E-03 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,12 0,09 

 

Таблица 2.2 

Результаты расчёта методом прямого интегрирования с демпфером 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 2020052 -2.633782E-03 2.374121E-03 

ANSYS* -2.634610E-03 2.374840E-03 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,03 0,03 

  



Пример 3. Стержень, нагруженный сосредоточенной периодической нагрузкой 

переменной частоты 

 

Тип задачи Динамический расчёт (неустановившиеся воздействия) 

Тип(ы) 

верифицируемых 

элементов 

Прямая труба, мертвая опора (заделка), пружинно-

демпферная опора, сосредоточенная масса 

Входной файл 
C:\Users\STD\Desktop\Dyn\primer3.anp 

D:\awork\macro\primer3.mac 
 

3.1. Постановка задачи 

Рассматривается прямолинейный стержень представленный на рис. 3.1. 

Требуется провести сопоставление неустановившихся изгибных колебаний 

консольного конца под действием периодической по времени силы, переменной частоты, 

рассчитанных по комплексам программ АСТРА-НОВА  202005 (программа АСТРА-ДИН) 

и ANSYS [3]. 

 

 
Рис. 3.1. Расчетная схема задачи: консольный стержень 

 

3.2. Исходные данные 

Геометрические характеристики  

 длина стержня l = 10 м; 

 поперечное сечение - кольцо с наружным диаметром 325 мм и толщиной 

стенки 16 мм. 
 

Физико-механические характеристики 

 модуль упругости Е = 200000 МПа; 

 коэффициент Пуассона  = 0.3; 
 

Граничные условия (опоры) 

 защемление (заделка) одного из концов. 

 вязкоупругий демпфер на консольном конце: 

сx = 1000 кН*с/м – демпфирование 
 

Параметры нагрузки 

 направление – вдоль оси стержня 

 амплитуда возмущающей силы Px = 1000 кН; 

 возмущающая частота – переменная, прямо пропорционально зависит от 

времени; 

 закон изменения приложенной нагрузки Px(t)= 1000·sin(10·t·|t|) 

 m = 1000 т сосредоточенная масса на консольном конце стержня; 

 

Параметры распределённого демпфирования 

 распределённое демпфирование отсутствует 

 

Параметры расчёта 



 t = 0.001с - шаг интегрирования по времени 

 Время счёта t = 7 c 

 

3.3. Расчетная модель 

Консольная балка аппроксимируется одним прямолинейным участком 

(суперэлементом) с одним отрезком, (рис. 3.2, 3.3). Динамическая модель включает 3 

динамические степени свободы и представлена на рис. 3.4. 

 

 
Рис. 3.2. Расчетная АСТРА-модель. Вариант без демпфера 

 



 
Рис. 3.3. Расчетная АСТРА-модель. Вариант с сосредоточенным демпфером на консоли 

 

 
Рис. 3.4. Динамическая модель 

 



 
Рис. 3.5. Динамическая нагрузка во времени 0-7 с 

 

3.4. Методика расчета 

Для каждого шага по времени были определены перемещения консольного конца 

стержня. Расчёт проведён по АСТРА-НОВА 202005 и по ANSYS прямым методом. 

Интегрирование уравнений движения  выполнялось методом Ньюмарка с параметрами 

устойчивости α = 0,25, δ = 0,5. 

Расчёт проводился в двух вариантах: без демпфера и с демпфером. 

 

3.5. Результаты 

На рис. 3.6 – 3.7 представлены графики зависимостей перемещения консольного 

конца стержня от времени, полученные в программных комплексах АСТРА-НОВА 202005 

и ANSYS. Отметим достаточную близость полученных результатов (результаты во всём 

диапазоне практически идентичны), что позволяет судить об адекватности и достаточной 

разрешающей способности алгоритма расчета методом прямого интегрирования 

неустановившихся динамических процессов, заложенного в ПК АСТРА-НОВА 202005. 

  



 

 
Рис. 3.6. Перемещения консольного конца, м. Расчёт без демпфера 

 

 
Рис. 3.7. Перемещения  консольного конца. Модель с демпфером, м 

  



 

Таблица 3.1 

Результаты расчёта без демпфера 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -1.69761640E-02 1.74106940E-02 

ANSYS -1.69762035E-02 1.74105516E-02 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0.0002 0.0008 

 

Таблица 3.2 

Результаты расчёта с демпфером 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -9.00504100E-03 9.03948000E-03 

ANSYS -9.00496435E-03 9.03948028E-03 

 , % (АСТРА vs ANSYS) -0.0009 -3.1e-006 

  



Пример 4. Вынужденные неустановившиеся колебания консольного стержня. 

 

Тип задачи Динамический расчёт (неустановившиеся воздействия) 

Тип(ы) 

верифицируемых 

элементов 

Прямая труба, мертвая опора (заделка), пружинно-

демпферная опора, сосредоточенная масса 

Входной файл 
C:\Users\STD\Desktop\Dyn\primer4.anp 

D:\awork\macro\primer4.mac 
 

4.1. Постановка задачи 

Рассматривается прямолинейный стержень, описанный в [1, стр 316, пример 11] и 

представленный на рис. 4.1. 

Требуется провести сопоставление неустановившихся изгибных колебаний 

консольного конца под действием периодической силы Р по времени, рассчитанных по 

комплексам программ АСТРА-НОВА 202005 (программа АСТРА-ДИН) и ANSYS [3]. 

 

 
Рис. 4.1. Расчетная схема задачи: консольный стержень 

 

4.2. Исходные данные 

Геометрические характеристики  

 длина стержня l = 2 м; 

 поперечное сечение - кольцо с наружным диаметром 150 мм и толщиной 

стенки 7.3 мм. 
 

Физико-механические характеристики 

 модуль упругости Е = 204990 МПа; 

 коэффициент Пуассона  = 0.3; 
 

Граничные условия (опоры) 

 защемление (заделка) одного из концов. 

 вязкоупругий демпфер в середине пролёта: 

сz = 50 кН*с/м – демпфирование 
 

Параметры нагрузки 

 направление – поперёк оси стержня 

 амплитуда возмущающей силы Pz  = 100 кН; 

 возмущающая частота θ = 20 Гц; 

 m = 245,36 кг/м – погонная масса стержня; 

 

Параметры распределённого демпфирования 

 δ = 0 – декремент колебаний; 

 α = 30 с-1 – коэффициент пропорциональности массы 

 β = 0,005 с – коэффициент пропорциональности жёсткости. 

 



Параметры расчёта 

 t = 0.001с - шаг интегрирования по времени 

 Время счёта t = 0,24 c 

 

4.3. Расчетная модель 

Консольная балка аппроксимируется двумя прямолинейными участками 

(суперэлементами), каждый из которых состоит из 5-ти отрезков равной длины (рис. 4.2, 

4.3). Динамическая модель включает 33 динамических степени свободы и представлена на 

рис. 4.4. 

 

 
Рис. 4.2. Расчетная АСТРА-модель. Вариант без демпфера 

 



 
Рис. 4.3. Расчетная АСТРА-модель. Вариант с сосредоточенным демпфером в середине 

пролёта 

 

 
 Рис. 4.4. Динамическая модель 

 

4.4. Методика расчета 

Для каждого шага по времени были определены перемещения консольного конца 

стержня. Расчёт проведён по АСТРА-НОВА 202005  двумя методами: разложением по 

собственным формам (учтено 10 форм собственных колебаний) и прямым методом.; по 

ANSYS расчёт проведён прямым методом. При расчёте прямым методом интегрирование 

уравнений движения  выполнялось методом Ньюмарка с параметрами устойчивости α = 

0,25, δ = 0,5. 



Прямым методом проведено 6 вариантов расчёта в зависимости от учёта 

демпфирования. 

 

Таблица 4.1 

Варианты учёта демпфирования 

Номер расчёта 
Сосредоточенный 

демпфер 

Распределённое демпфирование 

по массе по жёсткости 

Вариант № 1 – – – 

Вариант № 2 – + – 

Вариант № 3 – – + 

Вариант № 4 – + + 

Вариант № 5 + – – 

Вариант № 6 + + + 

 

4.5. Результаты 

На рис. 4.5 – 4.7 представлены графики зависимостей перемещения консольного 

конца стержня от времени, полученные в программных комплексах АСТРА-НОВА 202005 

и ANSYS. Отметим достаточную близость полученных результатов (результаты во всём 

диапазоне практически идентичны), что позволяет судить об адекватности и достаточной 

разрешающей способности алгоритма расчета методом прямого интегрирования 

неустановившихся динамических процессов, заложенного в ПК АСТРА-НОВА 202005. 

  



 
Рис. 4.5. Динамические перемещения консольного конца стержня, м. 

Демпфирование отсутствует 

 

 
Рис. 4.6. Динамические перемещения консольного конца стержня, м.  

Распределённое демпфирование по массе α = 30 с-1, по жёсткости β = 0 с, 

сосредоточенного демпфера нет  



 
Рис. 4.7. Динамические перемещения консольного конца стержня, м.  

Распределённое демпфирование по массе α = 0 с-1, по жёсткости β = 0,005 с, 

сосредоточенного демпфера нет 

 

 
Рис. 4.8. Динамические перемещения консольного конца стержня, м.  

Распределённое демпфирование по массе α = 0 с-1, по жёсткости β = 0 с,  

сосредоточенный демпфер cz = 50 кН*с/м  



 
Рис. 4.9. Динамические перемещения консольного конца стержня, м.  

Распределённое демпфирование по массе α = 30 с-1, по жёсткости β = 0,005 с, 

сосредоточенного демпфера нет 

 

 
Рис. 4.10. Динамические перемещения консольного конца стержня, м.  

Распределённое демпфирование по массе α = 30 с-1, по жёсткости β  = 0,005 с, 

сосредоточенный демпфер cz = 50 кН*с/м  



Таблица 4.1 

Результаты расчёта без сосредоточенных демпферов и без учёта  

распределённого α и β демпфирования (вариант № 1) 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -1.9953000E-01 1.8552000E-01 

ANSYS -1.9969500E-01 1.8594700E-01 

АСТРА-НОВА 2020051 -2.0026878E-01 1.8565733E-01 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,08 0,23 
1 – расчёт методом разложения по формам (для справки) 

 

  

 Таблица 4.2 

Результаты расчёта без сосредоточенных демпферов и с учётом  

распределённого (α = 30 с-1 и β = 0 с) демпфирования. 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -1.147406010E-01 1.149378810E-01 

ANSYS -1.147480000E-01 1.149410000E-01 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,006 0,003 
 

 

Таблица 2.3 

Результаты расчёта без сосредоточенных демпферов и с учётом  

распределённого (α = 0 с-1 и β = 0,005 с) демпфирования. 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -1.246966710E-01 1.215122680E-01 

ANSYS -1.247020000E-01 1.215140000E-01 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,004 0,001 
 

 

Таблица 2.4 

Результаты расчёта с сосредоточенным демпфером cz  = 50 кН*с/м и без учёта  

распределённого (α = 0 с-1 и β = 0 с) демпфирования. 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -9.76193920E-02 1.06594826E-01 

ANSYS -9.76232000E-02 1.06596000E-01 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,004 0,001 
 

 

Таблица 2.5 

Результаты расчёта без сосредоточенных демпферов и с учётом  

распределённого (α = 30 с-1 и β = 0,005 с) демпфирования. 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 9.73917690E-02 -8.04827650E-02 

ANSYS 9.73937000E-02 -8.04868000E-02 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,002 0,005 
 



Таблица 2.6 

Результаты расчёта с сосредоточенным демпфером cz = 50 и с учётом  

распределённого (α = 30 с-1 и β = 0,005 с) демпфирования. 

 
Перемещения, Ux, м 

минимум максимум 

АСТРА-НОВА 202005 -5.39668850E-02 7.83855590E-02 

ANSYS -5.39688000E-02 7.83867000E-02 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,004 0,001 
 

  



Пример 5. Вынужденные установившиеся колебания консольного стержня 

(АСТРА-ВИБР). Сопоставление с аналитическим решением и альтернативным 

программным комплексом1 

 

Тип задачи Динамический расчёт (установившиеся воздействия) 

Тип(ы) 

верифицируемых 

элементов 

Прямая труба, мертвая опора (заделка), пружинно-

демпферная опора, сосредоточенная масса 

Входной файл 
C:\Users\STD\Desktop\Dyn\primer5.anp 

D:\awork\macro\primer5.mac 
 

5.1. Постановка задачи 

Рассматривается прямолинейный тержень, описанный в примере 11 стр.316 тома 3 

Справочника [1] и представленный на рис. 5.1. 

Требуется по программному комплексу АСТРА-НОВА 202005 (программа АСТРА-

ВИБР’2020) получить значения амплитуды виброперемещений точки нагружения 

периодической силой Р для трех значений возмущающей частоты. Первая частота (θ = 10 

Гц) взята в дорезонансной области (см. табл. 9.1), вторая (θ = 15 Гц) - в "близкой", третья 

(θ =20 Гц) - в "далекой" зарезонансной области. 

Провести сравнение амплитуд виброперемещений с аналитическим решением [1], 

ранее аттестованной версией программы АСТРА-АЭС 6.1[2] и программным комплексом 

ANSYS [3]. 

 

 

Рис. 5.1. Консоль, нагруженная периодической силой Р. 
 

5.2. Исходные данные 

Геометрические характеристики  

 длина стержня l = 2 м; 

 поперечное сечение - кольцо с наружным диаметром 150 мм и толщиной 

стенки 7.3 мм. 

Физико-механические характеристики 

 модуль упругости Е = 204990 МПа; 

 коэффициент Пуассона  = 0.3; 
 

Граничные условия (опоры) 

 защемление (заделка) одного из концов; 

 вязкоупругий демпфер в середине пролёта: 

сz = 50 кН*с/м – демпфирование 

 

Параметры нагрузки 

 направление – поперёк оси стержня 

                                                 
1 Пример 11 в верификационном отчете ПК АСТРА-АЭС 6.1, 1995 г. 



 Pz = 100 кН – амплитуда возмущающей силы; 

 θ = 10, 15 и 20 Гц – возмущающие частоты; 

 m = 245,36 кг/м – погонная масса стержня; 
 

Параметры распределённого демпфирования 

 δ = 0 – декремент колебаний; 

 α = 30 с-1 – коэффициент пропорциональности массы 

 β = 0,005 с – коэффициент пропорциональности жёсткости. 

 

5.3. Расчетная модель 

Консольная балка аппроксимируется двумя прямолинейными участками 

(суперэлементами), каждый из которых состоит из 5-ти отрезков равной длины (рис. 5.2, 

5.3). Динамическая модель включает 33 динамических степени свободы и представлена на 

рис. 5.4. 

 

 
Рис. 5.2. Расчетная АСТРА-модель  



 

 
Рис. 5.3. Расчетная АСТРА-модель с демпфером в середине пролёта 

 

 
Рис. 5.4. Динамическая модель 

 

5.4. Результаты 

5.4.1. Аналитическое решение 

Аналитическое решение для вынужденных колебаний консольно закрепленного 

стержня представлено в [1] на стр. 316. В ходе аналитического решения определяется 



прогиб свободного конца консольной балки при действии на него возмущающей силы 

. 

 

где 

 – возмущающая поперечная сила; 

l – длина балки; 

Е – модуль упругости; 

J – момент инерции сечения; 

U, T, V , S(l) – функции Крылова. 

Параметр   вычисляется по формуле ([1], стр. 294): 

4

2

EJ

m
  , 

где 

 – частота возмущающей силы(рад/c); 

m – погонная масса стержня. 

  868.01   

  063.12   

  227.13   

Зная параметр  можно вычислить Z: 

  0.57421 Z  м 

  0.22792 Z  м 

  0.07343 Z  м 

5.4.2. Численное решение 

При расчете для каждой из трех заданных частот вынуждающей силы были 

определены амплитуды перемещений консольного конца стержня. Расчёт проведён по 

АСТРА-НОВА 202005 двумя методами: разложением по собственным формам (учтено 10 

низших форм собственных колебаний) и полным; по ANSYS расчёт проведён полным 

методом.  

Проведено 6 вариантов расчёта в зависимости от учёта демпфирования. 

Таблица 5.1 

Варианты учёта демпфирования 

Номер расчёта 
Сосредоточенный 

демпфер 

Распределённое демпфирование 

по массе по жёсткости 

Вариант № 1 – – – 

Вариант № 2 – + – 

Вариант № 3 – – + 

Вариант № 4 – + + 

Вариант № 5 + – – 

tPz sin

)()()(

)()()()(
23 lSlVlT

lSlVlTlU

EJ

P
Z z





 




zP





Вариант № 6 + + + 

 

5.4.3. Сопоставление результатов 

Таблица 5.2 

Расчёты без демпфирования (сосредоточенного и распределённого) 

 (вариант № 1) 

Вариант 
Uz, м 

θ = 10 Гц θ = 15 Гц θ = 20 Гц 

Теория [1] 0,574 0,228 0,073 

АСТРА-АЭС’2009 0,640 0,211 0,070 

АСТРА-АЭС 6.1 [2] 0,641 0,211 0,070 

АСТРА-НОВА 2020051 0,64053 0,21170 0,07024 

АСТРА-НОВА 2020052 0,64044 0,21121 0,07017 

ANSYS* 0.64081 0.21109 0.07008 

 , % (расчет vs теория) 12,02 7,02 4,11 
1 – полный метод; 
2 – разложение по собственным формам; 

* – для справки (полный метод). 

 

Таблица 5.3 

Расчёты с распределённым α и β демпфированием. Полный метод 

Вариант 
Uz, м 

θ = 10 Гц θ = 15 Гц θ = 20 Гц 

Распределённое демпфирование α = 30 с-1, β = 0 с- (вариант № 2) 

АСТРА-НОВА 202005 0,35429 0,16783 0,06622 

ANSYS 0.35435 0.16753 0.06609 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,02 0,18 0,20 

Распределённое демпфирование α = 0 с-1, β = 0,005 с (вариант № 3) 

АСТРА-НОВА 202005 0,39040 0,17786 0,06940 

ANSYS 0.39045 0.17767 0.06925 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,01 0,11 0,22 

Распределённое демпфирование α = 30 с-1, β = 0,005 с (вариант № 4) 

АСТРА-НОВА 202005 0,21587 0,12318 0,06127 

ANSYS 0.21585 0.12308 0.06117 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,01 0,08 0,16 

 

Таблица 5.4 

Расчёты с демпфером (в середине пролёта, демпфирование c= 50 кН*с/м). Полный метод 

(вариант № 5) 

Вариант 
Uz, м 

θ = 10 Гц θ = 15 Гц θ = 20 Гц 

АСТРА-НОВА 202005 0,2471 0,14797 0,06928 

ANSYS 0.2478 0.14783 0.06917 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,28 0,09 0,16 

 

Таблица 5.5 

Расчёты с демпфером (в середине пролёта, демпфирование c= 50 кН*с/м) и с 

распределённым демпфированием (α = 30 с-1, β = 0,005 с) . Полный метод (вариант № 6) 

Вариант 
Uz, м 

θ = 10 Гц θ = 15 Гц θ = 20 Гц 



АСТРА-НОВА 202005 0,12724 0,08426 0,05367 

ANSYS 0.12723 0.08424 0.05362 

 , % (АСТРА vs ANSYS) 0,01 0,02 0,09 

 

  



Пример 6. Вынужденные неустановившиеся колебания трубопроводной 

системы при действии сейсмических воздействий 

 

Источник(и)  

Тип задачи Динамический расчёт (неустановившиеся воздействия) 

Тип(ы) 

верифицируемых 

элементов 

Прямая труба, мертвая опора (заделка), пружинно-

демпферная опора, сосредоточенная масса 

Входной файл C:\Users\STD\Desktop\Dyn\Primer6_DYN_FORCE.anp 
 

6.1. Постановка задачи 

Рассматривается реальная пространственная разветвлённая трубопроводная 

система с сосредоточенным демпфером, представленная на рис. 6.1. 

Требуется провести сопоставление неустановившихся колебаний (при различных 

значениях демпфирования сосредоточенного демпфера) под действием двух вариантов 

трёхкомпонентной акселерограммы, и рассчитанных по комплексу программ АСТРА-

НОВА 202005. 

 

6.2. Исходные данные 

 

Граничные условия (опоры) 

 вязкоупругий демпфер в середине пролёта: 

сx = 0, 25, 50, 100 кН*с/м – варианты значений демпфирования 
 

Параметры нагрузки 

 вариант № 1: трёхкомпонентная акселерограмма продолжительностью 25 с 

 вариант № 2: трёхкомпонентная акселерограмма, продолжительностью 6 с 

(первые 6 с акселерограммы варианта № 1) – «оборванная» акселерограмма 

 

Параметры распределённого демпфирования  (получены для диапазона 

частот 2,5 – 33 Гц и демпфирования 2%) 

 α = 0.5840707 с-1 – коэффициент пропорциональности массы; 

 β = 0.00017933 с – коэффициент пропорциональности жёсткости. 

 

Параметры расчёта 

 t = 0.01с - шаг интегрирования по времени; 

 Время счёта t = 30 c 

 

6.3. Расчетная модель 

Состема состоит из 16 участков-суперэлементов, включающих в себя 47 прямых 

труб, 29 отводов, 7 тройниковых соединений (рис. 6.1). Динамическая модель включает 

381 динамических степени свободы и представлена на рис. 6.2. 

 



 
Рис. 6.1. Расчётная АСТРА-модель. Демпфер в зоне тройника 820х820. Демпфирование по 

оси X ГСК 

 

 

 
Рис. 6.2. Динамическая АСТРА-модель  



 
Рис. 6.3. Расчётная трёхкомпонентная акселерограмма (0-25 с) 

 

 
Рис. 6.4. Расчётная трёхкомпонентная акселерограмма (0-10,5 с) «оборванная»  



 

6.4. Методика расчета 

Для каждого шага по времени были определены перемещения тройникового узла 

820х820 с установленным в нём демпфером. Расчёт проведён по АСТРА-НОВА  202005 

прямым методом. При расчёте прямым методом интегрирование уравнений движения  

выполнялось методом Ньюмарка с параметрами устойчивости α = 0,25, δ = 0,5. 

Прямым методом проведено 8 вариантов расчёта в зависимости от учёта 

демпфирования. 

 

Таблица 4.1 

Варианты расчёта 

 

 

6.5. Результаты 

На рис. 6.5–6.8 представлены графики зависимостей расчетных перемещений 

тройникового узла 820х820 от времени, полученные в программном комплексе АСТРА-

НОВА 202005 для всех вариантов, указанных в таблице 4.1. Отметим количественное 

подтверждение ожидаемой обратной зависимости максимальных расчетных перемещений 

от значения демпфирования сосредоточенного демпфера и, разумеется, более быстрое 

затухание колебаний. 

  

Номер расчёта 
Сосредоточенный 

демпфер, кН*с/м 

Акселерограмма № 1 

Вариант № 1 0 

Вариант № 2 25 

Вариант № 3 50 

Вариант № 4 100 

Акселерограмма № 2 (усечённая) 

Вариант № 5 0 

Вариант № 6 25 

Вариант № 7 50 

Вариант № 8 100 



 

Сосредоточенный демпфер 0 кН*с/м 

 
 

Сосредоточенный демпфер 25 кН*с/м 

 
Рис. 6.5. Сейсмические перемещения в тройниковом узле с демпфером, мм  



Сосредоточенный демпфер 50 кН*с/м 

 
 

Сосредоточенный демпфер 100 кН*с/м 

 
Рис. 6.6. Сейсмические перемещения в тройниковом узле с демпфером, мм 

  



Сосредоточенный демпфер 0 кН*с/м 

 
 

Сосредоточенный демпфер 25 кН*с/м 

 
 

Рис. 6.7. Сейсмические перемещения в тройниковом узле с демпфером, мм  



Сосредоточенный демпфер 50 кН*с/м 

 
 

Сосредоточенный демпфер 100 кН*с/м 

 
Рис. 6.8. Сейсмические перемещения в тройниковом узле с демпфером, мм  



Таблица 6.1 

Расчётные сейсмические перемещения 

Вязкость демпфера, кН*с/м Перемещения по оси X, мм  

(вдоль оси магистрали тройника 820х820) 

Минимум Максимум 

0 –19,5 +19,8 

25 –8,1 +9,8 

50 –6,5 +6,2 

100 –4,0 +3,8 
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